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A3: Algebra Linear



Logistica

Avisos

» Nao teremos laboratorio nessa sexta-feira(Semana de Infomatica)!
Ultima aula

» Game loop

» Modelagem de objetos
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Plano de Aula

p \Vetores

» Definicao
» Operacoes
» Aplicacoes
» Matrizes de transformacao
» [ranslacao, rotacao e escala
» Coordenadas homogéeneas
» Composicao de transformacoes
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Vetores
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Vetores

[0,0]

Y

(1,2)

[1,2]

-m Algera Linear, um vetor v representa
Uma direcao, um sentido e um comprimento

em um espaco n-dimensional.

Por exemplo, um vetor 2D é definido como:

> _ 2
v=1[v,v]E€R

» Vetores sao independentes de posicao, ou

seja, dois vetores de mesma direcao,
sentido e comprimento sao iguais!

» No entanto, e conveniente desenhar

vetores com a cauda(ponto de partida)na

origem (0,0) de tal forma que a cabeca
(ponto de destino)aponte para uma
DOSICAa0 especifica no espaco.




Vetores

-m jogos digitals, geralmente
uUsamos vetores 20 e 30,

class Vector2 {

float X, . .
dependento dos graficos de jogo.
float y
} Além disso, vetores 4D também sao
usados em jogos 4D para combinar
class Vector3 { transformacoes(e.qg., rotacao e
float x, translagao)

float vy,

1 oat -m codigo, vetores geralmente sao
oat 2z representados por uma classe com
} Um atributo float por dimensao.
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Operacoes

Jiversas operacoes podem ser realizadas com vetores:
» Adicao
» Subtracao
» Comprimento

» Normalizacao

» Multiplicacao por Escalar

» Produto Escalar

» Produto Vetorial
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Algebricamente

A adicdo de dois vetores a e b é definida pela
soma dos componentes de @ com seus
componentes correspondentes em b:

a+b = la, + b,a,+b,a,+b]
Geometricamente

A adicao pode ser realizada posicionando a
cauda de b na cabecade a, e desenhando um
vetor da cauda de a até a cabeca de b.

Note que se fizermos a soma na ordem
inversa b + a, o vetor resultante é o mesmo.

Regra do paralelogramo: b +d = a + b




Subtracao
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Algebricamente

A subtracado de dois vetores b e a é definida pela
subtracdo dos componente de b pelo seus
componentes correspondentes em a:

b—a

=|b,—a, by —a,, b,—a]

Geometricamente

A subtracao pode ser realizada posicionando as

caudas g
desenha
cabecad

P0Or 1SS0,

e d e bnamesma posicao, e
ndo um vetor da cabeca de g até a

e b.

Note que se fizermos a subtracao na ordem
inversa a — b, o vetor resultante sera diferente.

a subtracao nao € comuntativa.



Comprimento

UF

Y

X

de U

N\

Para calcular o comprimento || al|
M vetor vetores @, calculamos a

distancia euclidiana entre a origem e
0 ponto ao qual a aponta:

all =1/af+ay2+a22

=M |

0gos, g

Jando vamos comparar o

COIM

primen

‘0 de dois vetores(e.q.,

gual iInimigo esta mais proximo do

jogador), utilizamos o quadrado ¢
comprimento, para evitar o calcL

das raizes quadradas.

0
Io
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Normalizagao

JUm vetor g unitario € um vetor de

comprimento | |a || = 1.

A operacao que converte um vetor nao-

U
C

UF

h

h

Q=

Ita

‘iod em um vetor unitario 4 é

alr

ada de normalizacao.

Para normalizar um vetor ndo-unitario a,
dividimos todas 0s seus componentes

pelo seu comprimento | |al | :

a ay az

X
— — ? —
[lall [lall [lall

]

.
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Multiplicacao (Escalar)

Y

Algebricamente

A multiplicacao de um vetor @ por um
escalar s e definida pela multiplicacao
de todos 0s compoenetes de a por s:

S-a=[s-ax,s-ay,s-az]

Geometricamente

A multiplicacao por escalar altera

apenas o comprimento de a. Se s for
negativo, a multiplicacao ira inverter a

direcao de a.

12



UF

Produto Escalar

Y

Algebricamente

0 produto escalar entre dois vetores a e b é definido
pela soma das multiplicacoes dos componentes de

a com seus componentes correspondentes em b:

—

a-b=a,-b.+a,-b,+a,-Db,
Geometricamente

O produto escalar pode ser utilizado para calcular o
angulo @ entre dois vetores d e b:

a-b=1\dllllb||coso
a-b
0 = arccos( )

[1allllb]]

—

Além disso, se da for um vetor unitario, d - b é o
comprimento da projecdode bema.

13



Produto Escalar
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aeb

Perpendiculares

l

a-b=cos(90) =0

aeb
Paralelos
Mesma direcao

g
—

i

a-b=cos(0)=1

aeb
“aralelos
Jirecoes opostas

B/
—

—

a-b=cos(180) = —1
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Exercicio

Calcular areflexao y’de um vetor y que incide sobre uma superficie de
normal 71:

(b) V' =25 — ¥

(¢) s=v+a(=v-

(d) v =20 + i(—
V=2v+2A(=Vv-n) —V

V=T — 2(=7 - A)

)

UF

n
V-n))—v
‘_/’
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Produto Vetorial
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Algebricamente

0 produto vetorial entre dois vetores 3D d e b
e definido pelo determinante da matriz:

ik
5X[;= a, ay a,
b, b, b,

5Xl;=[aybz—ab ab,—ab

Dys N axby — aybx]
Geometricamente

a X b é o vetor normal ao plano desses dois
vetores.

Obs: produto vetorial nao e definido em 2D!
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Exercicio

Calcular o vetor normal 7 ao triangulo ABC:

b i=B-A
v=C—-A
L n=uxXv
n = norm(n)
A C
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Matrizes de Transformacao
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Transformacoes Geomeétricas

Transformacoes Geomeétricas sao operacoes
aplicadas aos vertices de um objeto para mudar y
sua:

» Posicao(Translacao)

» Orientacao(Rotacao)

» Tamanho (Escala)

Os vertices sao representados como vetores o
> X
P=1y

UF
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Translagao

A translacao representada pelo vetor f alteraa
posicao do objeto no espaco:

P=p+7
7 Px n tx
p o py ty

UF
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Rotacao

A rotacao representada pela matriz R altera
a orientacao do objeto no espaco:

— cos f —sin
p,:R =Linﬂ cosﬁ]

X=Tr-CcosQ y=r-sina N
x=r-cos(a+f) y =r-sin(a+p) V ; \/

X'=r-cosa-cosf—r-sina-sinf R Lo
y=r-cosa-sinp+r-sina-cosp

X'=x-cos fp—y-sinp

y=x-sin f+y-cosp

UF

21



Escala

A escala representada pela matriz S altera o
tamanho do objeto no espaco:

p’:S 1_5
— S 0 X
P = 1o s, . l}/]

UF
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Rotacao e escala alteram posicao

Se 0S Ve
(origem

‘tices nao estiverem def]

nidos no sistema de coordenadas do objeto

no centro do objeto), aro

UF

'acao e a escalatambem alteram a posicao.




Coordenadas Homogéneas

» Em computacao grafica, € mais eficiente (evita trafego de dados CPU x GPU)
combinar as transformacoes geometricas em uma unica matriz de transformacoes.

» Para isso, adicionamos uma coordenadaw = 1 aos vértices do objeto:

X . r
(2D) [y] — | Y| = |Y| Matrizesde transformacao 3x3
4% 1
X X
" y
(3D) Y| — Y - | Matrizes de transformacao 4x4
7 <
W 1

UF



Matrizes de Transformacao 2D

X’ 1 0 1, ¥ Para relizar composicoes de
- 2 transformacoes, basta multiplicar
(Translagao) Yy | =10 1 Ly h] as matrizes de transformacao.
44 0 0 1 -
Rotacao ao redor de um ponto Q:
X' cos@ —sinf 0 X 1. Translacao de Q) para aorigem (1)
(Rotagao) Y| =|sin@ cos@ O0Of- 2. Rotacdo ao redor da origem (Rp)
w’ 0 0 1 I 3. Translacdo de volta para Q(—1)
(Escala) y|1 =10 Sy 0] - [y] Note que multiplicacao de matrizes
w’ 0 0 1 1 N30 é comutatival!
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Proximas aulas

A4: Fisica - Objetos Rigidos

Mecanica linear para movimentacao de objetos rigidos.

L4: Asteroids - Parte ]

mplementar um componente
rigidos.

UF

Rigid

50dy para a movimentacao de objetos



